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Единый государственный экзамен (ЕГЭ) внес новое веяние в экзаменационные задания по математике. Наряду с задачами традиционного характера, предлагающимися на выпускных экзаменах за курс средней школы и вступительных экзаменах в вузы, задания ЕГЭ неизменно содержат 2-3 задачи на нахождение множества значений функции или сводящиеся к ним задачи. Такие задачи вызывают у учащихся немалые затруднения, и особенно, если требуется оформление решения с обоснованием всех моментов.

В данной статье на конкретных примерах раскрываются методы нахождения множества значений функции. Более подробно с этими методами, теорией и типовыми примерами можно ознакомиться по книге [1].

Приведем свойства непрерывных, монотонных и дифференцируемых функций, наиболее часто используемые при нахождении множества значений функции.
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Если функция непрерывна на отрезке 
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 то наибольшее и наименьшее значения функции на этом отрезке существуют и достигаются либо на концах отрезка, либо в критических точках функции, расположенных на отрезке.

К основным методам и приемам нахождения множества значений функции относятся:

· последовательное нахождение значений сложных аргументов функции;

· метод оценок;

· использование свойств непрерывности и монотонности функции;

· использование производной;

· графический метод;

· метод введения параметра;

· метод обратной функции.

Рассмотрим эти методы на конкретных примерах.
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Решим пример методом последовательного нахождения значений сложных аргументов функции.
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Обозначим 
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Через сложный аргумент z исходная функция выражается формулой 
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 Следовательно, множество значений функции у при 
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Ответ: 
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Пример 2. Найдите область значений 
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Решим пример методом оценок.
Из неравенств 
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складывая второе и последнее по частям, получим 
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Наиболее распространенная ошибка при нахождении множества значений функции методом оценок состоит в следующем. На основании полученных оценок, например, неравенств 
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Решение. По формуле синуса тройного угла
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Обозначим 
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Пример 4. Найдите множество значений функции 
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Решим пример, используя свойство непрерывности и монотонности функции.
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Ответ: 
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Задача нахождения области (множества) значений функции 
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Пример 5. 
[image: image128.wmf]?

)

(

,

3

1

4

2

)

(

2

2

=

+

+

-

=

f

E

x

x

x

x

f


Решение. Найдем множество значений параметра а, для которых уравнение 
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имеет хотя бы один корень.

При 
[image: image130.wmf]2

0

2

=

Û

=

-

a

a

 уравнение является линейным 
[image: image131.wmf]0

5

4

=

-

-

x

 с ненулевым коэффициентом при неизвестной x, поэтому имеет решение.

При 
[image: image132.wmf]2

¹

a

 уравнение является квадратным, поэтому оно разрешимо тогда и только тогда, когда его дискриминант

[image: image133.wmf]Û

³

-

+

Û

³

-

-

-

Û

³

Û

³

0

3

7

2

0

)

3

1

)(

2

(

2

0

4

0

2

2

a

a

a

a

D

D



[image: image134.wmf].

0

6

73

7

6

73

7

3

0

2

7

3

2

£

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

×

Û

£

-

-

Û

a

a

a

a



[image: image135]
Так как точка 
[image: image136.wmf]2

=

a
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Как продолжение метода введения параметра можно рассматривать метод обратной функции, для нахождения которой надо решать относительно х уравнение 
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Пример 6. 
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Решение. Найдем обратную функцию 
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Теперь найдем область определения 
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Так как 
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Ответ: 
[image: image152.wmf]).

;

25

(

)

1

;

0

(

¥

+

È


При нахождении множества значений функции во многих случаях помогает схематический график функции.

Пример 7. Из уравнения 
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 нашли всевозможные у через х. Найдите множество всех значений, которые может принимать у.

Решим пример графически.
В системе координат Оху построим график уравнения
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	Им будет окружность радиуса 2 с центром в точке (0; 1). С другой стороны, этот график представляет собой совокупность графиков всевозможных функций у, определяемых из заданного уравнения, поэтому у может принимать все те значения, которые являются координатами проекций точек графика на ось Оу. Из рисунка видно, что искомое множество есть отрезок 
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Пример 8. Найдите все те значения функции 
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Решение. По свойствам степеней 
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	Последнее означает, что график функции 
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Ответ: 
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Приведенные примеры не исчерпывают все многообразие задач, связанных с нахождением множества значений функции. Большое число таких задач, с решениями и без них, имеется в книге [1]. Приведем некоторые из них, рекомендуя читателям самостоятельно решить их.

А1. Найдите области (множества) значений функций:
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А2. Найдите наименьшее значение функции 
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A3. Найдите наибольшее значение функции 
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Bl. Найдите области (множества) значений функций:
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В2. Найдите наименьшее целое значение функции 
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В3. Найдите наибольшее целое значение функции 
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В4. Найдите наименьшее значение функции 
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С1. Найдите области (множества) значений функций:
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С2. Найдите все целые значения функции 
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СЗ. Найдите все те значения функции 
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С4. Найдите все неотрицательные значения параметра с, при которых уравнение 
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